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Teoremas de clases mondtonas

Definicion 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Diremos que:

1. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.

2. G es cerrada bajo diferencias propias si B — A € G para cualquier pareja A, B € G
tal que A C B.

3. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\J;_, Aj € G (resp. (\;_, A; €
G) para cualquier coleccion finita Ay, As, ..., A, de elementos de G.

4. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si \J;—, A; € G (resp.

Nj=1 Aj € G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (Ay)
mentos de G.

nens de ele-

Definicién 2. Sea F un conjunto y M una familia de subconjuntos de F. Se dice que M es
una clase mondtona si es cerrada bajo uniones e intersecciones mondtonas.

Definicién 3. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de clases mondtonas de subcon-
juntos de F, se define la interseccion de esas clases mondtonas como la familia de conjuntos
que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccién de clases monétonas, de subconjuntos de un
conjunto F, forma una clase monétona.

Definicién 4. Dada una coleccion A de subconjuntos de un conjunto I, se define la clase
mondtona generada por A como la interseccion de todas las clases mondtonas que contienen
a todos los elementos de A y se le denota por M(A).
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Obsérvese que la definicién anterior es consistente pues dada cualquier coleccién A de sub-
conjuntos de un conjunto [ existe por lo menos una clase monétona que contiene a todos
los conjuntos de A, a saber, la clase monétona formada por todos los subconjuntos de F.

Obsérvese también que la clase mondtona generada por una familia A de subconjuntos de
un conjunto I es la mds pequena clase monétona de subconjuntos de F que contiene a todos
los elementos de A.

Teorema 1. Sea F un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de F, entonces la clase
mondtona generada por A sigue siendo un dlgebra.

Demostraciéon

Para demostrar que M(A) es cerrada bajo complementos, sea:
C={AecM(A): A e M(A)}.

C es entonces una clase mondtona.

En efecto, si Ay C As--- es una sucesién de elementos de C entonces, para cualquier n € N,
se tiene A, € M(A) y A% € M(A), asi que J,, A, € M(A) y (U, 4,)° =N, A% € M(A),
por lo tanto, |J,, A, € C.

De la misma manera se demuestra que C es cerrada bajo intersecciones monétonas.

Obviamente C contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C contiene a
M(A), lo cual prueba que M(.A) es cerrada bajo complementos.

Para demostrar que M (.A) es cerrada bajo intersecciones finitas, sea:
Ci={Ae M(A): AN B € M(A) para cualquier B € A}.
C; es entonces una clase mondtona.

En efecto, si Ay C Ay--- es una sucesiéon de elementos de C; entonces, para cualquier
n € Ny B € A, se tiene 4, € M(A)y A, N B € M(A), asi que |J, A, € M(A) y
(U, An) "B =U,(A,NB) € M(A), por lo tanto, | J,, A, € Ci.

De la misma manera se demuestra que C; es cerrada bajo intersecciones mondétonas.
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Obviamente C; contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C; contiene a

M(A), es decir, para cualquier A € M(A) y B € A, se tiene AN B e M(A).

Sea ahora:

Co={Ae M(A): AN B € M(A) para cualquier B € M(A)}.
C, es entonces una clase mondtona.

En efecto, si A1 C Ay--- es una sucesiéon de elementos de C, entonces, para cualquier
n € Ny B e M(A), se tiene A, € M(A) y A, NB € M(A), asi que |J,, A, € M(A) y
(U, A) N B =U,(A, N B) € M(A), por lo tanto, J,, A, € Co.

De la misma manera se demuestra que C, es cerrada bajo intersecciones mondétonas.

Como C; contiene a M(A) se tiene que Cy contiene a A, de manera que entonces se puede
concluir que C; contiene a M(.A), es decir, para cualesquiera A, B € M(A), se tiene ANB €
M(A).

Corolario 1 (Teorema de clases monétonas para dlgebras). Sea F un conjunto y A un
dlgebra de subconjuntos de IF, entonces o(A) = M(A).

El teorema 1 puede ser insuficiente pues en ocasiones unicamente se puede demostrar in-
mediatamente que la propiedad que se quiere probar como véilida para cualquier elemento
de una o-dlgebra se cumple para una familia de conjuntos que la generan y que es cerrada
s6lo bajo intersecciones finitas (por ejemplo, la familia formada por todos los intervalos de
ndmeros reales).

Definicién 5. Sea F un conjunto y P una familia de subconjuntos de [F. Se dice que P es
un m-sistema st es cerrada bajo intersecciones finitas.

Definicién 6. Sea F un conjunto y D una familia de subconjuntos de F. Se dice que D es
un d-sistema si F € D y es cerrada bajo diferencias propias y uniones mondtonas.
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Definicién 7. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de d-sistemas de subconjuntos
de IF, se define la interseccion de esos d-sistemas como la familia de conjuntos que pertenecen
a todas ellas.

Se puede ver facilmente que la interseccién de d-sistemas, de subconjuntos de un conjunto
F, forma un d-sistema.

Definicién 8. Dada una coleccion G de subconjuntos de un conjunto F, se define el d-
sistema generado por G como la interseccion de todos los d-sistemas que contienen a todos
los elementos de G y se le denota por d(G).

Obsérvese que la definicién anterior es consistente pues dada cualquier coleccién P de subcon-
juntos de un conjunto [ existe por lo menos un d-sistema que contiene a todos los conjuntos
de P, a saber, el d-sistema formada por todos los subconjuntos de F.

Obsérvese también que el d-sistema generado por una familia P de subconjuntos de un
conjunto F es el mds pequeno d-sistema de subconjuntos de F que contiene a todos los
elementos de P.

Teorema 2. Sea F un conjunto y P un w-sistema de subconjuntos de F, entonces el d-sistema
generado por P es un m-sistema.

Demostracién
Sea:
Ci ={Ae€d(P): An B € d(P) para cualquier B € P}.

C; es entonces un d-sistema. En efecto, si A; C Ay --- es una sucesién de elementos de C;
entonces, para cualquier n € Ny B € P, se tiene A, € d(P) y A, N B € d(P), asi que
U, 4, € d(P)y (U, A4r) N B =, (A4, N B) € d(P), por lo tanto, |J,, A, € C;. Sean ahora
A,C € C tales que A C C, entonces A,C,ANB,CNBedP)y AnB C CN B para
cualquier B € P,asique C — A € d(P)y (C—A)NB=CNB—-ANB € d(P), por lo
tanto, C' — A € C;. Finalmente, es obvio que I’ € C;.

Obviamente C; contiene a P, de manera que entonces se puede concluir que C; contiene a
d(P), es decir, para cualquier A € d(P) y B € P, se tiene AN B € d(P).

Sea ahora:

Co ={A € d(P): AN B € d(P) para cualquier B € d(P)}.
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Cy es entonces un d-sistema. En efecto, si A; C Ay --- es una sucesién de elementos de C
entonces, para cualquier n € Ny B € d(P), se tiene A,, € d(P) y A, N B € d(P), asi que
U, 4, € d(P)y (U, 4r) N B =J,,(A4, N B) € d(P), por lo tanto, |J,, A, € Cs. Sean ahora
A, C € Cy tales que A C C, entonces A,C;,ANB,CNBe€dP)y AnB C CN B para
cualquier B € d(P), asique C — A€ d(P)y (C—-—A)NB=CNB—-ANB e d(P), por lo
tanto, C' — A € C,. Finalmente, es obvio que €2 € C,.

Como C; contiene a d(P), se tiene que Cy contiene a P, de manera que entonces se puede
concluir que Cy contiene a d(P), es decir, para cualesquiera A, B € d(P), se tiene AN B €

d(P).

Corolario 2 (Teorema de clases monétonas para pi sistemas). Sea F un conjunto y P un
w-sistema de subconjuntos de F, entonces d(P) = o(P).

Funciones finitamente aditivas y o-aditivas

Vamos a trabajar con el conjunto de nimeros reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de niimeros reales y dos elementos especiales, —oo y oo, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si ¢ € R, entonces:
—00 < € < 0,
c— 00 = —00,

Cc+ 00 = 00,

c(00) = —oo si e <0,
(0) (00) = (0) (00) = 0,
L

(00) (00) = 00 + 00 = o0,
00 — 00 € % no estan definidos.

R denotard al conjunto R U {—o0, c0}.
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Definicién 9 (Funcién finitamente aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y
A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcién no negativa p : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Aq,...,A,, de elementos de A tal que

AN A; =0 parai # j, entonces p(|J Ag) = > oy 1(Ayg).
k=1

Obsérvese que, si A es un dlgebra de subconjuntos de F, para probar que una funcién
pu: A R es finitamente aditiva, basta con demostrar que si A y B son dos conjuntos
ajenos del dlgebra, entonces (AU B) = p(A)+ u(B). Teniendo esta propiedad, la aditividad
finita se prueba con un razonamiento de induccién.

Definicién 10 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcién no negativa p : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, . .., de elementos de

A tal que AiNA; =0 parai#jy J Ax € A, entonces 1 (U Ak) => o W(Ax).
k=1 k=1

Definicién 11 (Funcién o-aditiva sobre una c-dlgebra). Sea F un conjunto y S una o-
dalgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : S +— R es o-aditiva st
es finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, Ao, ..., de elementos

de S tal que A;NA; =0, entonces p (U Ak) = o u(Ay).
k=1

Proposicién 1. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y jn: A — R una
funcion no negativa finitamente aditiva, entonces:

1. Si A,Be Ay AC B, entonces 1(A) < u(B).
2. Si Ay,..., A, € A, entonces (Ui Ak) < X py (Ag).

Demostracion

Sean A, B € Atales que A C B, entonces B = AU(B — A), asi que u(B) = p(A)+u (B — A).
Por lo tanto, p(A) < u(B), ya que i es no negativa.

Sean ahora A,..., A, € Ay definamos Ay = (), entonces:
i (Ui A = 1 (Ui (Ae-UiS 4))
= S (A= Ui Ay) < S A,
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Corolario 3. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y pn : A — R una
funcion no negativa finitamente aditiva, entonces:

SiA,Be A, AC B yu(A) < oo, entonces:

(B — A) = u(B) — p(A).
Para cualquier pareja A, B € A tal que 1 (A) < 0o o pu(B) < 00, se tiene:
(AU B) = p(A) + p(B) —p(ANB).

Teorema 3. Sea F un conjunto, S una o-dlgebra de subconjuntos de F y pu: S — R una
funcion no negativa o-aditiva. Entonces:

1. Para cualquier sucesion creciente (A,;,) de elementos de 3, se tiene:

2 (Ule Ap) = lmy, o0 u(Ay).

2. Para cualquier sucesion decreciente (A,,)
oo para alguna N € N, se tiene:

K (ﬂzozl An) = h/mnwoo M(An)

neN’

nens de elementos de 3, tales que p(Ay) <

Demostracién
1. Sea (A,), oy una sucesién creciente de elementos de 3.

Si p1(A,,) = oo para alguna n € N, entonces lim,,.o, p(A,) = 00y u (U, An) = 00; asi que
1% (U’Zo:]_ An) = im0 #(An)

Supongamos ahora que p(A,) < oo para cualquier n € N. Definamos B; = A; y, para cada

n € {2,3,...}, B, = A, — A,_1. Entonces los conjuntos By, Bs,... pertenecen a S, son

ajenos por parejas y (- A, = U~ Bn. Asi que:

1 (Unzy An) = 1 (UpZy Bu) = 22020 i(Bn) = 1m0 3y 10(By)

= p(B1) + 1m0 Dy pi(Ax — A1) = pu(Br) 4 Wm0 Y 5o [1(AR) — p1(Ag-1)]

= M(Bl) + 11/rnnwoo M(An) - M(Al) = h/mnwoo M(An)

2. Sea (Ay), ey sucesion decreciente de elementos de 3 tales que p(Ay) < oo para alguna
N e N.

Paracadak € {N + 1, N +2,...}, definamos By = Ay — Aj. Entonces la sucesién (By 1)

. o0 (o0} ’
es creciente y (J,_n 1 Bn = Axy — (NoZn11 An, ast que:

K (ﬂiil An) = p (ﬂfzo:N—i—l An) = u(An) — p (UZO:N—H Bn)

neN
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= w(An) — im0 (Brin) = p(AN) — Moo f(AN — Anin)

= lim,, o0 (AN1n) = My, 00 p1(Ay).

El axioma de eleccién y el lema de Zorn

Axioma de eleccién

Sea H un conjunto formado por conjuntos no vacios, ajenos por parejas. Existe entonces un
conjunto E, el cual estd formado por exactamente un elemento de cada conjunto A € H.

Conjuntos parcialmente ordenados

Definicién 12. Se dice que un conjunto IF, para el cual estd definida una relacion de orden
=, es parcialmente ordenado si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. x < x para cualquier elemento x € F.
2. Six,y,z € F son tales que x Xy yy < z, entonces v < z.
3. Six,y € F son tales que x 2y y x #y, entonces y A .

Si, ademds, se cumple la siguiente la siguiente propiedad, se dice que (F, =) es un conjunto
totalmente ordenado:

4. Six,y € F yax#y, entonces exactamente una de las siguientes dos relaciones es vdlida:
a)x <y

b)y <z

Definicién 13. Si (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado y x,y € F, diremos que
r<ysir=yyxrFy.

Definicién 14. Si (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado, diremos que un subconjunto
E de F es una cadena en F si (B, =) es un conjunto totalmente ordenado.

Definicién 15. Si (F, <) es un conjunto es parcialmente ordenado, diremos que un elemento
z € F es maximal si no existe algin elemento x € F tal que z < x.
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Definicién 16. Si (F, <) es un conjunto es parcialmente ordenado y & C F, diremos que un
elemento z € F es una cota superior de & si x = z para cualquier x € .

Lema de Zorn

Sea (F, =) un conjunto parcialmente ordenado. Si cualquier cadena E en F tiene una cota
superior en [, entonces F tiene, por lo menos, un elemento maximal.

Extensién de una medida definida sobre un algebra

Sea Q =[0,1], A un &lgebra de subconjuntos de Q@ y A\ : A — [0, 1] una funcién finitamente
aditiva tal que A (2) = 1.

Para cada conjunto B C (2, definamos:
N (B)=sup{\(A): ACByAe A}
Ae (B) =inf{\(A): AD By Ae A}
Evidentemente se tiene:

0 < X\ (B) < A (B) <1 para cualquier conjunto B C €.

Proposicién 2. Sean A, B dos subconjuntos de € tales que AN B = (), entonces:
Ai(A)+ X (B) <\ (AUB)

A (AUB) < A (A) + A (B)

Demostracién

1. Para demostrar que A; (A) + A; (B) < X\, (AU B), sean C1,Cy € A tales que C; C Ay
Cy C B. Entonces C7 U Cy C AU B, asi que:

ANi(AUB) > A (C1UCy) = A (Cy) + A (Cy)

Por lo tanto:

Ai(AUB) >sup{A(Cy) + A (Cy) : Cy C A,Cy C By (4,05 € A}
Fijando C}, obtenemos:

)\z(AUB)Z)\(Cl)—FSUP{)\(Cg)CQCBYCQGA}
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para cualquier C; € A tal que Cy C A.

Ast que:

ANi(AUB) >sup{A(Cy):C1 C Ay Cy € A} +sup{A(Cy) : C, C By Cy € A}
= A (4) + A (B)

2. Para demostrar que A\, (AU B) < A (A) + A (B), sean C;,Cy € A tales que C; D Ay
Cs D B. Entonces C7 U Cy D AU B, asi que:

A (AUB) < A (CLUCy) < A(Ch) + A (Cy)

Por lo tanto:

Ae (AU B) <inf {\(Cy) + A (Cy) : C1 D A,Cy D By C,Cy € A}

Fijando C}, obtenemos:

Ae (AUB) < A(Ch) +Inf{A\(Cs) : Cy D By Cy € A}

para cualquier C; € A tal que C; D A.

Asi que:

A (AUB) <inf{A\(C}):C1 DAy Cr € A} +Inf{\(Cy): Cy D By Cy € A}
= A (A4) + A (B)

También, para cualquier par de subconjuntos de 2, A y B, tales que AN B = (), se cumple
la siguiente desigualdad:

A (AUB) < A (A)+ M\ (B) < M\ (AUB)

Sin embargo, no tengo una demostracién simple de este resultado.

En el libro Theory of charges, A study of finitely additive measures, de K. P. S. Bhaskara
Rao y M. Bhaskara Rao, se hace la demostraciéon mostrando primero que \; y A, se pueden
obtener de la siguiente manera:

N (4) =supd (SI A (A4) - 7 A (B)

Donde el supremo es tomado sobre todas las familias finitas Ay, As,..., A, v By, B, ..., By,
de elementos de A tales que, para algin nimero natural k, se cumpla la desigualdad:

kla+ 370 Ip, > D70 1a,
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A (A) = inf (7 A(4) = 7L A (B)

Donde el infimo es tomado sobre todas las familias finitas Ay, As, ..., A, y B1,Bs, ..., By,
de elementos de A tales que, para algin nimero natural k, se cumpla la desigualdad:

kla+ Z?ll Ip; < 2?21 1y

He estado buscando una demostracién directa de la mencionada desigualdad, pero no la he
encontrado. Tal vez alguien de los participantes la encuentre.

Corolario 4. Sean A y B dos subconjuntos de Q tales que ANB = () y AUB € A,entonces:
AMAUB) = XN (A)+ A\ (B)

Proposicién 3. Sean A y B dos subconjuntos de 2 para los cuales existen C, D € A tales
que ACC,BCDyCnD=0. Entonces:

MNi(AUB) =X\ (A)+ X\ (B)

A (AUB) = A (4) + A, (B)

Demostracién

Por la proposicién 7?7, dnicamente hay que demostrar las siguientes desigualdades:
Mi(AUB) < X\ (A)+ X\ (B)

Ae (AUB) > Ao (A) + A (B)

Para demostrar la primera desigualdad, dada ¢ > 0, sea F € A tal que E C AUB y
AE)> N (AUB) —e

Se tiene entonces E C AUBCCUD, ENC CAy END C B; asf que:
AME)=AEN(CUD)=XENC)+AX(END)<XN(A)+ X\ (B)

Por lo tanto:

Ai(AUB) —e < A(E) < A (4) + i (B)

Finalmente, como esta relacién se cumple para cualquier ¢ > 0, se tiene:

A (AUB) <\ (A) + )\ (B)

Para demostrar la segunda desigualdad, dada ¢ > 0, sea £ € A tal que E D AUB y
ANE)<A(AUB)+e.
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Se tiene entonces ENC D Ay END D B; asi que:

A (AUB)+e> ANE)>AEN(CUD) =XENC)+AX(END) > X (A)+ A (B)
Finalmente, como esta relacién se cumple para cualquier € > 0, se tiene:

Ae (AUB) > Ac (A) + Ac (B)

Ejercicio 1. Sea A C Q tal que A ¢ A y denotemos por F al dlgebra generada por A y los
elementos de A. Demuestra que:

F = {(ANA)U (AN A% : Ay, Ay € A}

Proposicién 4. Sea A C Q tal que A ¢ A y denotemos por F al dlgebra generada por A y
los elementos de A. Definamos X : F —1R de la siguiente manera:

A(B) =\ (BN A)+ )\ (BN A°

Entonces \ es una funcion no negativa y finitamente aditiva tal que:

X(B) = M(B) para cualquier conjunto B € A.

Demostracién

Sea B € A; como B = (BN A)U (BN A°), utilizando el corolario 4, se tiene:
AMB)=X(Bn A)U(BNA%)) =X (BN A+ A (BNA°)=X(B)

Para demostrar la aditividad finita, sean C, D € F tales que C N D = ().

C' y D son de la forma:

C=(CiNA)U(CyN A°) son C1,Cy € A.

D= (DiNA)U(DyN A°) son Dy, Dy € A.

Como C'y D son ajenos, Si en lugar de C y C5 tomamos C] — Dy y Cs — D,, respectivamente,
la primera igualdad sigue siendo vélida; asf que podemos asumir que C;N Dy = 0y CoNDy =

0.

Tenemos entonces:

AMCUD) =X ((CuD)n A)+ X ((CUD)N A
=X ((CLUD)) N A)+ A ((Cy U Dy) N A°)
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A (G0 AU (DN A)) + A ((C2 N A%) U (Do N A9))
X(Cin A+ XN (Din A)+ A (CaN A + A (Dy N A)
Ai

(CN A+ A(CNA)+ N (DN A)+ A (DN AT
A(C)+ A (D)

Por lo tanto, A es finitamente aditiva.

Teorema 4. Sea A C Q tal que A ¢ A, F el dlgebra generada por A y los elementos de A
yco € [N (A), Ae (A)] . Existe entonces una funcion X : F — [0,1] tal que:

1. X es finitamente aditiva.
2. X\(B) = A (B) para cualquier B € A.
3. X (A) = Cp.

Demostracién

Definamos A, : F + [0,1] y Ay : F + [0, 1] de la siguiente manera:

A (B) =X\ (BN A) + )\ (BN A°)

X2 (B) =X\ (BN A°) + X\ (BN A)

Entonces A\; y Ao son funciones no negativas y finitamente aditivas tales que:
A (B) = A(B) y X2 (B) = \(B), para cualquier conjunto B € A.

Sea @ un mimero real arbitrario en el intervalo [0,1] y definamos A, : F ~— [0,1] de la
siguiente manera:

Ao (B) = aX (B) + (1 —a) \y (B)

Como )\ y X, son funciones no negativas y finitamente aditivas, \, también es no negativa
y finitamente aditiva.

Si B € A, se tiene:
Ao (B) =aX (B) + (1 —a)Xy(B) =aX(B)+ (1 —a)\(B) = A(B)

Finalmente:

Aa (A) = ad (A) + (1= a) A (A) = adi ( A) + (1 — a) Ae (A) = A (A) —a (A (A) = A (A))
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Si A (A) = A\ (A), tomemos un valor arbitrario de a y definamos A = \,, entonces:
A(A) =X (A) = ¢

Si A\ (A) # A (A), tomemos a = % y definamos A = \,, entonces:

A(A) = A (A) —a (A (A) = X (A)) = A (A) = (A (A) = X (A)) 5352557 = <o

Teorema 5. Sea A C Q tal que A & A, ¢y € [Ni(A),Ac (A)] y P (Q) el conjunto potencia
de Q. Existe entonces una funcion A : P () — [0,1] tal que:

1. X es finitamente aditiva.
2. X(A) = X (A) para cualquier A € A.
3. X (A) = (Cp-

Demostracién

Definamos:

H ={(G,m) : G es un élgebra de subconjuntos de 2, A C G, A€ G
y m: G — [0,1] es una funcién finitamente aditiva tal que:

1. m (B) = A (B) para cualquier B € A.

2.m(A) =co.}

Para (G,m), (G',m’) € H definamos:

=(G',m')siG CGym (B)=m(B) para cualquier B € G.
(H, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea K ={(G,,my) :v €T} una cadena en H. Es decir, K C H y (K, <) es un conjunto
totalmente ordenado.

Definamos:
g= U’yEF gw

m : G+ [0, 1] de la siguiente manera:

m(B) =m, (B) si B € G,.
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G es entonces un dlgebra de subconjuntos de 2 y m es una funcién finitamente aditiva tal
que:

1. m(A) = A (A) para cualquier A € A.

2.m(A) = c.

Ademas, se tiene:

(G, m,) = (G, m) para cualquier v € I'.

Por lo tanto, (G, m) es una cota superior de K.

Por el lema de Zorn, H tiene un elemento maximal (Gmax, Mmax)-
Si Gmax 7# P (£2), entonces existe V C €2 tal que V & G4

Sea F el algebra generada por V y los elementos de Gusx, ¥ Mimsx : F — [0, 1] una funcién
finitamente aditiva que extiende mpys, de Gnix a F. Entonces:

(gméxamma’x) < (fa mméx)
Lo cual es una contradiccion, ya que (Guax, Mmax) €S un elemento maximal de H.

Asi que, Guax =P (Q) y X = My satisface las condiciones del enunciado.

Ejemplo
Definamos ©Q = (0,1] y J como el conjunto formado por el vacio y todos los intervalos de
la forma (a,b] C €2, donde a < b.

Sea A la familia formada por los conjuntos de la forma U?Zl Ij donden € Ny I,..., I, son
conjuntos en 7, ajenos por parejas.

A es un dlgebra de subconjuntos de §2.

Para cada intervalo I € J, denotemos por ¢ (I) a la longitud del intervalo I y definamos
¢(0) = 0.
Para cada A = Jj_, I; € A, definamos A\(A) = 37, {(I;).

J=1

La funcién A : A +— R es no negativa, finitamente aditiva y A (2) = 1.
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Sea S el conjunto de los nimeros racionales contenidos en el intervalo (0, 1]. Entonces:
1. S ¢A.

22.0)=0y A (S)=1.

Por lo tanto, para cualquier co € [0, 1], existe una funcién X : P () ~ [0, 1] tal que:

1. )\ es finitamente aditiva.

>|

2. A(A) = A (A) para cualquier A € A.

>

3. A(S) = co.



