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Teoremas de clases monótonas

De�nición 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Diremos que:

1. G es cerrada bajo complementos si Ac 2 G para cualquier A 2 G.

2. G es cerrada bajo diferencias propias si B � A 2 G para cualquier pareja A;B 2 G
tal que A � B.

3. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) �nitas si
Sn
j=1Aj 2 G (resp.

Tn
j=1Aj 2

G) para cualquier colección �nita A1; A2; : : : ; An de elementos de G.

4. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) monótonas si
S1
j=1Aj 2 G (resp.T1

j=1Aj 2 G) para cualquier sucesión creciente (resp. decreciente) (An)n2N, de ele-
mentos de G.

De�nición 2. Sea F un conjunto y M una familia de subconjuntos de F. Se dice que M es
una clase monótona si es cerrada bajo uniones e intersecciones monótonas.

De�nición 3. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de clases monótonas de subcon-
juntos de F, se de�ne la intersección de esas clases monótonas como la familia de conjuntos
que pertenecen a todas ellas.

Se puede ver fácilmente que la intersección de clases monótonas, de subconjuntos de un
conjunto F, forma una clase monótona.

De�nición 4. Dada una colección A de subconjuntos de un conjunto F, se de�ne la clase
monótona generada por A como la intersección de todas las clases monótonas que contienen
a todos los elementos de A y se le denota porM(A).
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Obsérvese que la de�nición anterior es consistente pues dada cualquier colección A de sub-
conjuntos de un conjunto F existe por lo menos una clase monótona que contiene a todos
los conjuntos de A, a saber, la clase monótona formada por todos los subconjuntos de F.

Obsérvese también que la clase monótona generada por una familia A de subconjuntos de
un conjunto F es la más pequeña clase monótona de subconjuntos de F que contiene a todos
los elementos de A.

Teorema 1. Sea F un conjunto y A un álgebra de subconjuntos de F, entonces la clase
monótona generada por A sigue siendo un álgebra.

Demostración

Para demostrar queM(A) es cerrada bajo complementos, sea:

C = fA 2M(A) : Ac 2M(A)g.

C es entonces una clase monótona.

En efecto, si A1 � A2 � � � es una sucesión de elementos de C entonces, para cualquier n 2 N,
se tiene An 2 M(A) y Acn 2 M(A), así que

S
nAn 2 M(A) y (

S
nAn)

c =
T
nA

c
n 2 M(A),

por lo tanto,
S
nAn 2 C.

De la misma manera se demuestra que C es cerrada bajo intersecciones monótonas.

Obviamente C contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C contiene a
M(A), lo cual prueba queM(A) es cerrada bajo complementos.

Para demostrar queM(A) es cerrada bajo intersecciones �nitas, sea:

C1 = fA 2M(A) : A \B 2M(A) para cualquier B 2 Ag.

C1 es entonces una clase monótona.

En efecto, si A1 � A2 � � � es una sucesión de elementos de C1 entonces, para cualquier
n 2 N y B 2 A, se tiene An 2 M(A) y An \ B 2 M(A), así que

S
nAn 2 M(A) y

(
S
nAn) \B =

S
n(An \B) 2M(A), por lo tanto,

S
nAn 2 C1.

De la misma manera se demuestra que C1 es cerrada bajo intersecciones monótonas.
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Obviamente C1 contiene a A, de manera que entonces se puede concluir que C1 contiene a
M(A), es decir, para cualquier A 2M(A) y B 2 A, se tiene A \B 2M(A).

Sea ahora:

C2 = fA 2M(A) : A \B 2M(A) para cualquier B 2M(A)g.

C2 es entonces una clase monótona.

En efecto, si A1 � A2 � � � es una sucesión de elementos de C2 entonces, para cualquier
n 2 N y B 2 M(A), se tiene An 2 M(A) y An \ B 2 M(A), así que

S
nAn 2 M(A) y

(
S
nAn) \B =

S
n(An \B) 2M(A), por lo tanto,

S
nAn 2 C2.

De la misma manera se demuestra que C2 es cerrada bajo intersecciones monótonas.

Como C1 contiene aM(A) se tiene que C2 contiene a A, de manera que entonces se puede
concluir que C2 contiene aM(A), es decir, para cualesquiera A;B 2M(A), se tiene A\B 2
M(A).

Corolario 1 (Teorema de clases monótonas para álgebras). Sea F un conjunto y A un
álgebra de subconjuntos de F, entonces �(A) =M(A).

El teorema 1 puede ser insu�ciente pues en ocasiones únicamente se puede demostrar in-
mediatamente que la propiedad que se quiere probar como válida para cualquier elemento
de una �-álgebra se cumple para una familia de conjuntos que la generan y que es cerrada
sólo bajo intersecciones �nitas (por ejemplo, la familia formada por todos los intervalos de
números reales).

De�nición 5. Sea F un conjunto y P una familia de subconjuntos de F. Se dice que P es
un �-sistema si es cerrada bajo intersecciones �nitas.

De�nición 6. Sea F un conjunto y D una familia de subconjuntos de F. Se dice que D es
un d-sistema si F 2 D y es cerrada bajo diferencias propias y uniones monótonas.
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De�nición 7. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de d-sistemas de subconjuntos
de F, se de�ne la intersección de esos d-sistemas como la familia de conjuntos que pertenecen
a todas ellas.

Se puede ver fácilmente que la intersección de d-sistemas, de subconjuntos de un conjunto
F, forma un d-sistema.

De�nición 8. Dada una colección G de subconjuntos de un conjunto F, se de�ne el d-
sistema generado por G como la intersección de todos los d-sistemas que contienen a todos
los elementos de G y se le denota por d(G).

Obsérvese que la de�nición anterior es consistente pues dada cualquier colección P de subcon-
juntos de un conjunto F existe por lo menos un d-sistema que contiene a todos los conjuntos
de P, a saber, el d-sistema formada por todos los subconjuntos de F.

Obsérvese también que el d-sistema generado por una familia P de subconjuntos de un
conjunto F es el más pequeño d-sistema de subconjuntos de F que contiene a todos los
elementos de P.

Teorema 2. Sea F un conjunto y P un �-sistema de subconjuntos de F, entonces el d-sistema
generado por P es un �-sistema.

Demostración

Sea:

C1 = fA 2 d(P) : A \B 2 d(P) para cualquier B 2 Pg.

C1 es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 � A2 � � � es una sucesión de elementos de C1
entonces, para cualquier n 2 N y B 2 P, se tiene An 2 d(P) y An \ B 2 d(P), así queS
nAn 2 d(P) y (

S
nAn) \ B =

S
n(An \ B) 2 d(P), por lo tanto,

S
nAn 2 C1. Sean ahora

A;C 2 C1 tales que A � C, entonces A;C;A \ B;C \ B 2 d(P) y A \ B � C \ B para
cualquier B 2 P, así que C � A 2 d(P) y (C � A) \ B = C \ B � A \ B 2 d(P), por lo
tanto, C � A 2 C1. Finalmente, es obvio que F 2 C1.

Obviamente C1 contiene a P, de manera que entonces se puede concluir que C1 contiene a
d(P), es decir, para cualquier A 2 d(P) y B 2 P, se tiene A \B 2 d(P).

Sea ahora:

C2 = fA 2 d(P) : A \B 2 d(P) para cualquier B 2 d(P)g.
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C2 es entonces un d-sistema. En efecto, si A1 � A2 � � � es una sucesión de elementos de C2
entonces, para cualquier n 2 N y B 2 d(P), se tiene An 2 d(P) y An \ B 2 d(P), así queS
nAn 2 d(P) y (

S
nAn) \ B =

S
n(An \ B) 2 d(P), por lo tanto,

S
nAn 2 C2. Sean ahora

A;C 2 C2 tales que A � C, entonces A;C;A \ B;C \ B 2 d(P) y A \ B � C \ B para
cualquier B 2 d(P), así que C � A 2 d(P) y (C � A) \ B = C \ B � A \ B 2 d(P), por lo
tanto, C � A 2 C2. Finalmente, es obvio que 
 2 C2.

Como C1 contiene a d(P), se tiene que C2 contiene a P, de manera que entonces se puede
concluir que C2 contiene a d(P), es decir, para cualesquiera A;B 2 d(P), se tiene A \ B 2
d(P).

Corolario 2 (Teorema de clases monótonas para pi sistemas). Sea F un conjunto y P un
�-sistema de subconjuntos de F, entonces d(P) = �(P).

Funciones �nitamente aditivas y �-aditivas

Vamos a trabajar con el conjunto de números reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de números reales y dos elementos especiales, �1 y 1, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si c 2 R, entonces:

�1 < c <1,

c�1 = �1,

c+1 =1,

c (1) =1 si c > 0,

c (1) = �1 si c < 0,

(0) (1) = (0) (�1) = 0,
c
1 = c

�1 = 0,

(1) (1) =1+1 =1,

1�1 e 1
1 no están de�nidos.

R denotará al conjunto R [ f�1;1g.
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De�nición 9 (Función �nitamente aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y
A un álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es
�nitamente aditiva si dada cualquier familia �nita, A1; : : : ; An, de elementos de A tal que

Ai \ Aj = ; para i 6= j, entonces �(
nS
k=1

Ak) =
Pn

k=1 �(Ak).

Obsérvese que, si A es un álgebra de subconjuntos de F, para probar que una función
� : A 7! R es �nitamente aditiva, basta con demostrar que si A y B son dos conjuntos
ajenos del álgebra, entonces �(A[B) = �(A)+�(B). Teniendo esta propiedad, la aditividad
�nita se prueba con un razonamiento de inducción.

De�nición 10 (Función �-aditiva sobre un álgebra). Sea F un conjunto y A un álgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : A 7! R es �-aditiva si es
�nitamente aditiva y dada cualquier familia in�nita numerable, A1; A2; : : :, de elementos de

A tal que Ai \ Aj = ; para i 6= j y
1S
k=1

Ak 2 A, entonces �
� 1S
k=1

Ak

�
=
P1

k=1 �(Ak).

De�nición 11 (Función �-aditiva sobre una �-álgebra). Sea F un conjunto y = una �-
álgebra de subconjuntos de F. Se dice que una función no negativa � : = 7! R es �-aditiva si
es �nitamente aditiva y dada cualquier familia in�nita numerable, A1; A2; : : :, de elementos

de = tal que Ai \ Aj = ;, entonces �
� 1S
k=1

Ak

�
=
P1

k=1 �(Ak).

Proposición 1. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una
función no negativa �nitamente aditiva, entonces:

1. Si A;B 2 A y A � B, entonces �(A) � �(B).
2. Si A1; : : : ; An 2 A, entonces � (

Sn
k=1Ak) �

Pn
k=1 �(Ak).

Demostración

SeanA;B 2 A tales queA � B, entoncesB = A[(B � A), así que �(B) = �(A)+� (B � A).
Por lo tanto, �(A) � �(B), ya que � es no negativa.

Sean ahora A1; : : : ; An 2 A y de�namos A0 = ;, entonces:

� (
Sn
k=1Ak) = �

�Sn
k=1

�
Ak �

Sk�1
j=0 Aj

��
=
Pn

k=1 �
�
Ak �

Sk�1
j=0 Aj

�
�
Pn

k=1 �(Ak).
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Corolario 3. Sea F un conjunto, A un álgebra de subconjuntos de F y � : A ! R una
función no negativa �nitamente aditiva, entonces:

Si A;B 2 A, A � B y � (A) <1, entonces:

�(B � A) = �(B)� �(A).

Para cualquier pareja A;B 2 A tal que � (A) <1 o � (B) <1, se tiene:

� (A [B) = � (A) + � (B)� � (A \B).

Teorema 3. Sea F un conjunto, = una �-álgebra de subconjuntos de F y � : = ! R una
función no negativa �-aditiva. Entonces:

1. Para cualquier sucesión creciente (An)n2N, de elementos de =, se tiene:
� (
S1
n=1An) = l��mn!1 �(An).

2. Para cualquier sucesión decreciente (An)n2N, de elementos de =, tales que �(AN) <
1 para alguna N 2 N, se tiene:
� (
T1
n=1An) = l��mn 1 �(An).

Demostración

1. Sea (An)n2N una sucesión creciente de elementos de =.

Si �(An) =1 para alguna n 2 N, entonces l��mn 1 �(An) =1 y � (
S1
n=1An) =1; así que

� (
S1
n=1An) = l��mn 1 �(An).

Supongamos ahora que �(An) <1 para cualquier n 2 N. De�namos B1 = A1 y, para cada
n 2 f2; 3; : : :g, Bn = An � An�1. Entonces los conjuntos B1; B2; : : : pertenecen a =, son
ajenos por parejas y

S1
n=1An =

S1
n=1Bn. Así que:

� (
S1
n=1An) = � (

S1
n=1Bn) =

P1
n=1 �(Bn) = l��mn 1

Pn
k=1 �(Bk)

= �(B1) + l��mn 1
Pn

k=2 �(Ak � Ak�1) = �(B1) + l��mn 1
Pn

k=2 [�(Ak)� �(Ak�1)]

= �(B1) + l��mn 1 �(An)� �(A1) = l��mn 1 �(An).

2. Sea (An)n2N sucesión decreciente de elementos de = tales que �(AN) < 1 para alguna
N 2 N.

Para cada k 2 fN + 1; N + 2; : : :g, de�namos Bk = AN�Ak. Entonces la sucesión (BN+n)n2N
es creciente y

S1
n=N+1Bn = AN �

T1
n=N+1An, así que:

� (
T1
n=1An) = �

�T1
n=N+1An

�
= �(AN)� �

�S1
n=N+1Bn

�
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= �(AN)� l��mn 1 �(BN+n) = �(AN)� l��mn 1 �(AN � AN+n)

= l��mn!1 �(AN+n) = l��mn 1 �(An).

El axioma de elección y el lema de Zorn

Axioma de elección

Sea H un conjunto formado por conjuntos no vacíos, ajenos por parejas. Existe entonces un
conjunto E, el cual está formado por exactamente un elemento de cada conjunto A 2 H.

Conjuntos parcialmente ordenados

De�nición 12. Se dice que un conjunto F, para el cual está de�nida una relación de orden
�, es parcialmente ordenado si se satisfacen las siguientes propiedades:

1. x � x para cualquier elemento x 2 F.

2. Si x; y; z 2 F son tales que x � y y y � z, entonces x � z.

3. Si x; y 2 F son tales que x � y y x 6= y, entonces y � x.

Si, además, se cumple la siguiente la siguiente propiedad, se dice que (F;�) es un conjunto
totalmente ordenado:

4. Si x; y 2 F y x 6= y, entonces exactamente una de las siguientes dos relaciones es válida:

a) x � y

b) y � x

De�nición 13. Si (F;�) es un conjunto parcialmente ordenado y x; y 2 F, diremos que
x � y si x � y y x 6= y.

De�nición 14. Si (F;�) es un conjunto parcialmente ordenado, diremos que un subconjunto
E de F es una cadena en F si (E;�) es un conjunto totalmente ordenado.

De�nición 15. Si (F;�) es un conjunto es parcialmente ordenado, diremos que un elemento
z 2 F es maximal si no existe algún elemento x 2 F tal que z � x.
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De�nición 16. Si (F;�) es un conjunto es parcialmente ordenado y E � F, diremos que un
elemento z 2 F es una cota superior de E si x � z para cualquier x 2 E.

Lema de Zorn

Sea (F;�) un conjunto parcialmente ordenado. Si cualquier cadena E en F tiene una cota
superior en F, entonces F tiene, por lo menos, un elemento maximal.

Extensión de una medida de�nida sobre un álgebra

Sea 
 = [0; 1], A un álgebra de subconjuntos de 
 y � : A 7! [0; 1] una función �nitamente
aditiva tal que � (
) = 1.

Para cada conjunto B � 
, de�namos:

�i (B) = sup f� (A) : A � B y A 2 Ag

�e (B) = ��nf f� (A) : A � B y A 2 Ag

Evidentemente se tiene:

0 � �i (B) � �e (B) � 1 para cualquier conjunto B � 
.

Proposición 2. Sean A;B dos subconjuntos de 
 tales que A \B = ;, entonces:

�i (A) + �i (B) � �i (A [B)

�e (A [B) � �e (A) + �e (B)

Demostración

1. Para demostrar que �i (A) + �i (B) � �i (A [B), sean C1; C2 2 A tales que C1 � A y
C2 � B. Entonces C1 [ C2 � A [B, así que:

�i (A [B) � � (C1 [ C2) = � (C1) + � (C2)

Por lo tanto:

�i (A [B) � sup f� (C1) + � (C2) : C1 � A;C2 � B y C1; C2 2 Ag

Fijando C1, obtenemos:

�i (A [B) � � (C1) + sup f� (C2) : C2 � B y C2 2 Ag
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para cualquier C1 2 A tal que C1 � A.

Así que:

�i (A [B) � sup f� (C1) : C1 � A y C1 2 Ag+ sup f� (C2) : C2 � B y C2 2 Ag

= �i (A) + �i (B)

2. Para demostrar que �e (A [B) � �e (A) + �e (B), sean C1; C2 2 A tales que C1 � A y
C2 � B. Entonces C1 [ C2 � A [B, así que:

�e (A [B) � � (C1 [ C2) � � (C1) + � (C2)

Por lo tanto:

�e (A [B) � ��nf f� (C1) + � (C2) : C1 � A;C2 � B y C1; C2 2 Ag

Fijando C1, obtenemos:

�e (A [B) � � (C1) +��nf f� (C2) : C2 � B y C2 2 Ag

para cualquier C1 2 A tal que C1 � A.

Así que:

�e (A [B) � ��nf f� (C1) : C1 � A y C1 2 Ag+��nf f� (C2) : C2 � B y C2 2 Ag

= �e (A) + �e (B)

También, para cualquier par de subconjuntos de 
, A y B, tales que A \ B = ;, se cumple
la siguiente desigualdad:

�i (A [B) � �i (A) + �e (B) � �e (A [B)

Sin embargo, no tengo una demostración simple de este resultado.

En el libro Theory of charges, A study of �nitely additive measures, de K. P. S. Bhaskara
Rao y M. Bhaskara Rao, se hace la demostración mostrando primero que �i y �e se pueden
obtener de la siguiente manera:

�i (A) = sup
1
k

�Pn
j=1 � (Aj)�

Pm
j=1 � (Bj)

�
Donde el supremo es tomado sobre todas las familias �nitas A1; A2; : : : ; An y B1; B2; : : : ; Bm
de elementos de A tales que, para algún número natural k, se cumpla la desigualdad:

kIA +
Pm

j=1 IBj �
Pn

j=1 IAj
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�e (A) = ��nf
1
k

�Pn
j=1 � (Aj)�

Pm
j=1 � (Bj)

�
Donde el ín�mo es tomado sobre todas las familias �nitas A1; A2; : : : ; An y B1; B2; : : : ; Bm
de elementos de A tales que, para algún número natural k, se cumpla la desigualdad:

kIA +
Pm

j=1 IBj �
Pn

j=1 IAj

He estado buscando una demostración directa de la mencionada desigualdad, pero no la he
encontrado. Tal vez alguien de los participantes la encuentre.

Corolario 4. Sean A y B dos subconjuntos de 
 tales que A\B = ; y A[B 2 A,entonces:

� (A [B) = �i (A) + �e (B)

Proposición 3. Sean A y B dos subconjuntos de 
 para los cuales existen C;D 2 A tales
que A � C, B � D y C \D = ;. Entonces:

�i (A [B) = �i (A) + �i (B)

�e (A [B) = �e (A) + �e (B)

Demostración

Por la proposición ??, únicamente hay que demostrar las siguientes desigualdades:

�i (A [B) � �i (A) + �i (B)

�e (A [B) � �e (A) + �e (B)

Para demostrar la primera desigualdad, dada " > 0, sea E 2 A tal que E � A [ B y
� (E) � �i (A [B)� �.

Se tiene entonces E � A [B � C [D, E \ C � A y E \D � B; así que:

� (E) = � [E \ (C [D)] = � (E \ C) + � (E \D) � �i (A) + �i (B)

Por lo tanto:

�i (A [B)� � � � (E) � �i (A) + �i (B)

Finalmente, como esta relación se cumple para cualquier " > 0, se tiene:

�i (A [B) � �i (A) + �i (B)

Para demostrar la segunda desigualdad, dada " > 0, sea E 2 A tal que E � A [ B y
� (E) � �e (A [B) + �.
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Se tiene entonces E \ C � A y E \D � B; así que:

�e (A [B) + � � � (E) � � [E \ (C [D)] = � (E \ C) + � (E \D) � �e (A) + �e (B)

Finalmente, como esta relación se cumple para cualquier " > 0, se tiene:

�e (A [B) � �e (A) + �e (B)

Ejercicio 1. Sea A � 
 tal que A =2 A y denotemos por F al álgebra generada por A y los
elementos de A. Demuestra que:

F = f(A1 \ A) [ (A2 \ Ac) : A1; A2 2 Ag

Proposición 4. Sea A � 
 tal que A =2 A y denotemos por F al álgebra generada por A y
los elementos de A. De�namos � : F 7!R de la siguiente manera:

� (B) = �i (B \ A) + �e (B \ Ac)

Entonces � es una función no negativa y �nitamente aditiva tal que:

� (B) = � (B) para cualquier conjunto B 2 A.

Demostración

Sea B 2 A; como B = (B \ A) [ (B \ Ac), utilizando el corolario 4, se tiene:

� (B) = � ((B \ A) [ (B \ Ac)) = �i (B \ A) + �e (B \ Ac) = � (B)

Para demostrar la aditividad �nita, sean C;D 2 F tales que C \D = ;.

C y D son de la forma:

C = (C1 \ A) [ (C2 \ Ac) son C1; C2 2 A.

D = (D1 \ A) [ (D2 \ Ac) son D1; D2 2 A.

Como C yD son ajenos, Si en lugar de C1 y C2 tomamos C1�D1 y C2�D2, respectivamente,
la primera igualdad sigue siendo válida; así que podemos asumir que C1\D1 = ; y C2\D2 =
;.

Tenemos entonces:

� (C [D) = �i ((C [D) \ A) + �e ((C [D) \ Ac)

= �i ((C1 [D1) \ A) + �e ((C2 [D2) \ Ac)
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= �i ((C1 \ A) [ (D1 \ A)) + �e ((C2 \ Ac) [ (D2 \ Ac))

= �i (C1 \ A) + �i (D1 \ A) + �e (C2 \ Ac) + �e (D2 \ Ac)

= �i (C \ A) + �e (C \ Ac) + �i (D \ A) + �e (D \ Ac)

= � (C) + � (D)

Por lo tanto, � es �nitamente aditiva.

Teorema 4. Sea A � 
 tal que A =2 A, F el álgebra generada por A y los elementos de A
y c0 2 [�i (A) ; �e (A)] :Existe entonces una función � : F 7! [0; 1] tal que:

1. � es �nitamente aditiva.

2. � (B) = � (B) para cualquier B 2 A.

3. � (A) = c0.

Demostración

De�namos �1 : F 7! [0; 1] y �2 : F 7! [0; 1] de la siguiente manera:

�1 (B) = �i (B \ A) + �e (B \ Ac)

�2 (B) = �i (B \ Ac) + �e (B \ A)

Entonces �1 y �2 son funciones no negativas y �nitamente aditivas tales que:

�1 (B) = � (B) y �2 (B) = � (B), para cualquier conjunto B 2 A.

Sea a un número real arbitrario en el intervalo [0; 1] y de�namos �a : F 7! [0; 1] de la
siguiente manera:

�a (B) = a�1 (B) + (1� a)�2 (B)

Como �1 y �2 son funciones no negativas y �nitamente aditivas, �a también es no negativa
y �nitamente aditiva.

Si B 2 A, se tiene:

�a (B) = a�1 (B) + (1� a)�2 (B) = a� (B) + (1� a)� (B) = � (B)

Finalmente:

�a (A) = a�1 (A) + (1� a)�2 (A) = a�i ( A) + (1� a)�e (A) = �e (A)� a (�e (A)� �i ( A))
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Si �i ( A) = �e (A), tomemos un valor arbitrario de a y de�namos � = �a, entonces:

� (A) = �e (A) = c0

Si �i ( A) 6= �e (A), tomemos a = �e(A)�c0
�e(A)��i( A) y de�namos � = �a, entonces:

� (A) = �e (A)� a (�e (A)� �i ( A)) = �e (A)� (�e (A)� �i ( A)) �e(A)�c0
�e(A)��i( A) = c0

Teorema 5. Sea A � 
 tal que A =2 A, c0 2 [�i (A) ; �e (A)] y P (
) el conjunto potencia
de 
. Existe entonces una función � : P (
) 7! [0; 1] tal que:

1. � es �nitamente aditiva.

2. � (A) = � (A) para cualquier A 2 A.

3. � (A) = c0.

Demostración

De�namos:

H = f(G;m) : G es un álgebra de subconjuntos de 
;A � G; A 2 G

y m : G 7! [0; 1] es una función �nitamente aditiva tal que:

1. m (B) = � (B) para cualquier B 2 A.

2. m (A) = c0.g

Para (G;m) ; (G 0;m0) 2 H de�namos:

(G;m) � (G 0;m0) si G � G y m0 (B) = m (B) para cualquier B 2 G.

(H;�) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea K = f(G
;m
) : 
 2 �g una cadena en H. Es decir, K � H y (K;�) es un conjunto
totalmente ordenado.

De�namos:

G =
S

2� G


m : G 7! [0; 1] de la siguiente manera:

m (B) = m
 (B) si B 2 G
.
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G es entonces un álgebra de subconjuntos de 
 y m es una función �nitamente aditiva tal
que:

1. m (A) = � (A) para cualquier A 2 A.

2. m (A) = c0.

Además, se tiene:

(G
;m
) � (G;m) para cualquier 
 2 �.

Por lo tanto, (G;m) es una cota superior de K.

Por el lema de Zorn, H tiene un elemento maximal (Gm�ax;mm�ax).

Si Gm�ax 6= P (
), entonces existe V � 
 tal que V =2 Gm�ax.

Sea F el álgebra generada por V y los elementos de Gm�ax, y mm�ax : F 7! [0; 1] una función
�nitamente aditiva que extiende mm�ax de Gm�ax a F . Entonces:

(Gm�ax;mm�ax) � (F ;mm�ax)

Lo cual es una contradicción, ya que (Gm�ax;mm�ax) es un elemento maximal de H.

Así que, Gm�ax = P (
) y � = mm�ax satisface las condiciones del enunciado.

Ejemplo

De�namos 
 = (0; 1] y J como el conjunto formado por el vacío y todos los intervalos de
la forma (a; b] � 
, donde a < b.

Sea A la familia formada por los conjuntos de la forma
Sn
j=1 Ij donde n 2 N y I1; : : : ; In son

conjuntos en J , ajenos por parejas.

A es un álgebra de subconjuntos de 
.

Para cada intervalo I 2 J , denotemos por ` (I) a la longitud del intervalo I y de�namos
` (;) = 0.

Para cada A =
Sn
j=1 Ij 2 A, de�namos �(A) =

Pn
j=1 `(Ij).

La función � : A 7! R es no negativa, �nitamente aditiva y � (
) = 1.
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Sea S el conjunto de los números racionales contenidos en el intervalo (0; 1]. Entonces:

1. S =2A.

2. �i (S) = 0 y �e (S) = 1.

Por lo tanto, para cualquier c0 2 [0; 1], existe una función � : P (
) 7! [0; 1] tal que:

1. � es �nitamente aditiva.

2. � (A) = � (A) para cualquier A 2 A.

3. � (S) = c0.


